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Dæmi 1Höfum ker�ð
G(s) =

50

(s + 1)(s + 2)(s + 3).a-liðurVið getum fundið byrjunarpunkt Nyquist feril ker�sins með því að stinga inn tíðninni
ω = 0:

G(j0) =
50

1 · 2 · 3
≈ 8.3333Við getum séð að þar sem ker�ð hefur 3 póla en ekkert núll þá færist aðkomuhornið um-90◦ fyrir hvern pól. Aðkomuhornið þegar ω → ∞ er því -270◦.

(a) Skissa af Nyquist mynd ker�sins. −2 0 2 4 6 8 10
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(b) Nyquist ferillinn fenginn með Matlab.Mynd 1: Nyquist ferlar.b liðurTeiknum Nyquist ferilinn með Matlab á mynd 1(b) og sjáum að skissan úr a) lið er nokkurnveginn rétt. Notum því næst reglu Nyquists til þess að meta stöðugleika ker�sins. Viðsjáum að lykkjan umlykur ekki punktinn s = −1 + j0 (N = 0) og að enginn póla opnulykkjunnar er í hægra hálfplani (P = 0). Við höfum því að
Z = N + P = 0 + 0 = 0Við ályktum því að ker�ð sé stöðugt. Finnum því næst Gc(s) = K sem setur ker�ð ámörk stöðugleika. Routh fylkið er

s3 1 11
s2 6 50K + 6
s1 −50

6
K + 10

s0 −(50K + 6)1



Þar sem
b1 =
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∣
∣
∣

1 11
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−50K/6 + 10
= −(50K + 6).Höfum þá að −(50K + 6) > 0 ⇒ K > −6

50
og −50K/6 + 10 > 0 ⇒ K < 6/5. Við sjáumá Nyquist ferlinum á mynd 1(b) að aukin mögnun lætur ferilinn umlykja -1, sem myndigera ker�ð óstöðugt í lokaðri lykkju. Þá er gildið á K sem setur ker�ð á mörk stöðugleikavæntanlega K = 6/5.
 liðurTeiknum Bode rit G(s) á mynd 2(a).
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Bode Diagram

Frequency  (rad/sec)(a) Bode-rit fengið með Matlab.
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Bode Diagram

Frequency  (rad/sec)(b) Bode-rit fengið með Matlab auk beinlínunálgana.Mynd 2: Bode rit fyrir G(s).Til hliðar teiknum við svo beinlínunálganir á mynd 2(b). Til þess að �nna beinlínunálgunBode ritsins þurfum við að umrita y�rfærslufall ker�sins til þess að �nna brottíðnir þess:
G(s) =

50

3 · 2 · 1( s
3

+ 3)( s
2

+ 2)( s
1

+ 1)Brottíðnir eru því í ω = 1, 2, 3. DC gildið í Bode ritinu �nnum með:
20 · log10(50/6) = 18.42dBÞar sem við höfum bara póla í ker�nu leggur hver þeirra til −20dB á hverja tíföldun ítíðni. Hallinn á ferlinum er því orðinn −60dB við ω = 3.

2



d liðurFasa- og mögnunarmörk ker�sins má lesa af Bode ritinu en einnig má fá þau með marginskipuninni.
Bode Diagram
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System: G
Gain Margin (dB): 1.58
At frequency (rad/sec): 3.32
Closed Loop Stable? Yes
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(a) Bode-rit með fasa- og mögnunarmörkum.
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Bode Diagram
Gm = 1.58 dB (at 3.32 rad/sec) ,  Pm = 6.02 deg (at 3.05 rad/sec)

Frequency  (rad/sec)(b) Fasa- og mögnunarmörk með margin skipuninni.Mynd 3: Bode rit fyrir G(s).Hvor aðferð sem er gefur sömu fasa- og mögnunarmörk, þ.e. mögnunarmörkin eru 1.53 dBvið ω = 3.32 rad/sek og fasamörkin eru 6.02◦ við ω = 3.05 rad/sek. Við sjáum ennfremurað −20 · log10(K) = −20 · log10(6/5) = 1.58 dB.e liðurKer�ð var sett upp í Simulink skv. mynd 4:

u

y

e

R(S) Gc(s)

Gcnum(s)

Gcden(s)

G(s)

Gnum(s)

Gden(s)

D(s)

Mynd 4: Simulink líkan af ker�.Hermað var fyrir þrepsvörun frá R við t = 0 og svo í beinu framhaldi þreptru�un frá
D við t = 50. Heildarsvörun útmerkjanna, þ.e. útmerkis, stýrimerkis og skekkju voruðteiknuð á eitt graf (sjá mynd 5). 3
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Timi [s]Mynd 5: Svörun ker�sins við þrepinnmerki og þreptru�un.f liðurNæst þurfum við að �nna P-stýringu Gc(s) = K, þannig að ker�ð ha� 50 gráðu fasamörk.Við byrjum á að prófa fasamarkatíðnina sem var fundin í d-lið og prófum okkur áframþar til við höfum fundið tíðni sem gefur okkur 50◦ fasamörk.Ta�a 1: Tíðni sem gefur 50◦ fasamörk fundin.
ω ∠G(jω)3.05 -174.0664◦2 -142.125◦1.7 -129.4378◦1.72 -130.3491◦1.712313 -130.0000◦Sjáum í tö�u 1 að tíðnin ω = 1.712313 uppfyllir fasamörk. Vitum þá að útslagið í þeirritíðni er |G(j · 1.712313)| = 2.7725 og því er K = 1/2.7725 = 0.3607 sá mögnunarstuðullsem gefur okkur 50◦ fasamörk. Við teiknum svo Nyquist ferilinn á sama graf og í b-lið ámynd 6(a) og svo útmerkin eftir hermun á sama graf og í e-lið á mynd 6(b).
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Upprunalegt

Med K
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Timi [s](b) Útmerki eftir hermun.Mynd 6: Nyquist ferlar með og án K og hermun með og án K.g liðurNú hönnum við fasaseinkara
Gc(s) =

1 + s/ωo

1 + s/ωpþannig að sekkja við þrepi í æstæðu ástandi verði það sem hún var fyrir, þ.e. DC mögnunheildarstýringar sé einn. Gott val á fasamarkatíðni er ω1 = 1.6 rad/sek vegna þess að sútíðni gefur okkur u.þ.b. 50◦ fasamörk. Veljum svo ω0 = 0.16 rad/sek. Við vitum að ωp erge�ð með
ωp =

0.1ω1

|G(jω1)|
=

0.16
∣
∣
∣

50
(j∗1.6+1)(j∗1.6+2)(j∗1.6+3)

∣
∣
∣

= 0.0526 rad/sek.
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(a) Nyquist.
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Upprunalegt

Med seinkara
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Timi [s](b) Útmerki eftir hermun.Mynd 7: Nyquist ferlar með og án Gc(s) og hermun með og án Gc(s).5



h liðurNú breytum við stýringunni í
Gc(s) =

1

K

1 + s/ωo

1 + s/ωpþar sem K er úr j-lið og ω0 og ωp eru óbreytt úr k-lið. Teiknum svo aftur Nyquist ferla ogútmerki úr hermun á myndir 8(a) og 8(b). Sjáum að ker�ð verður mjög óstöðugt, enda
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Timi [s](b) Útmerki eftir hermun.Mynd 8: Nyquist ferlar með og án Gc(s)/K og hermun með og án Gc(s)/K.umlykur Nyquist ferillinn s = −1.i liðurNú hönnum við fasa�ýti
Gc(s) =

a1s + 0.1

b1s + 1og viljum fá Ts = 2 sek og 50 gráðu fasamörk. Jöfnur (9-33), (9-34) og (9-35) í bók erugreinilega uppfylltar:
ω1 =

8

Ts tanφm

=
8

2 · tan 50◦
= 4 · tan 40◦ = 3.3564

∠G(jω1) < −180◦ + φm ⇒ 178.2788◦ < −130◦ ⇒ 178.2788◦ < 230◦ (satt)
|G(jω1)| <

1

a0
⇒ 0.7888 < 10 (satt)Reiknum því næst a1 og b1:

θ = −180◦ + φm − ∠G(jω1) = 51.7212◦

a1 =
1 − a0|G(jω1)| cos θ

ω1|G(jω1)| sin θ
=

1 − 0.1 · 0.7888 · 0.6195

3.4 · 0.7888 · 0.785
= 0.4518

b1 =
cos θ − a0|G(jω1)|

ω1 sin θ
=

0.6195 − 0.1 · 0.7888

3.4 · 0.785
= 0.20256



−2 0 2 4 6 8 10
−6

−4

−2

0

2

4

6

 

 

Nyquist Diagram

Real Axis

Im
ag

in
ar

y 
A

xi
s

G
G*Gc

(a) Nyquist.
0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100

0

2

4

6

U
ts

la
g 

y(
t)

0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
−2

0

2

4

U
ts

la
g 

u(
t)

 

 
Upprunalegt
Med K og fasaflyti
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Timi [s](b) Útmerki eftir hermun.Mynd 9: Nyquist ferlar með og án fasa�ýtis og hermun með og án fasa�ýtis.Teiknum svo aftur Nyquist ferla og útmerki úr hermun á myndir 9(a) og 9(b):Sjáum að settlunartíminn Ts er ekki 2 sekúndur eins og hönnunarkröfur gerðu ráð fyrir,hann er nálægt 15 sekúndum. Ástæðan gæti verið sú að við höfum í raun engan pól semer nógu hraður til þess að gera svörunina nógu hraðvirka.Matlab kóði fyrir Dæmi 11 % S j a l f v i r k S t y r i k e r f i2 % Heimaprof 23 % Saevar Ofjord Magnusson45 
 l e a r a l l6 
 l o s e a l l78 % b l i d u r9 Gnum=50;10 Gden=[1 6 11 6 ℄ ;11 G = t f (Gnum,Gden ) ;12 f i g u r e (1 )13 nyqu i s t (G, { 0 . 0 0 1 , 1 0 0 } ) ;1415 % 
 l i d u r16 f i g u r e (2 )17 bode (G, { 0 . 0 0 1 , 1 0 0 } ) ;18 g r i d on1920 % d l i d u r21 f i g u r e (3 )22 margin (G) ;2324 % e l i d u r25 tde lay = 50 ;26 G
num=1;27 G
den=1;28 sim ( 'model1 . mdl ' , 1 00 ) ;29 y1=y ;30 u1=u ;31 e1=e ;3233 f i g u r e (4 )34 subp lo t (311) 7



35 p l o t ( y1 . time , y1 . s i g n a l s . va lue s )36 subp lo t (312)37 p l o t ( u1 . time , u1 . s i g n a l s . va lue s )38 subp lo t (313)39 p l o t ( e1 . time , e1 . s i g n a l s . va lue s )4041 % f l i d u r42 fasamork = angle ( e v a l f r (G, j ∗1.712313) )∗180/ p i ;43 magnitude = abs ( e v a l f r (G, j ∗1 . 7 12313 ) ) ;44 K = 1/magnitude4546 Gf = K∗G;47 f i g u r e (5 )48 hold on49 nyqu i s t (G) ;50 nyqu i s t (Gf ) ;5152 tde lay = 50 ;53 G
num=K;54 G
den=1;55 
 l e a r y u e56 sim ( 'model1 . mdl ' , 1 00 ) ;57 y2=y ;58 u2=u ;59 e2=e ;6061 f i g u r e (6 )62 subp lo t (311)63 p l o t ( y1 . time , y1 . s i g n a l s . va lues , y2 . time , y2 . s i g n a l s . va lue s )64 subp lo t (312)65 p l o t ( u1 . time , u1 . s i g n a l s . va lues , u2 . time , u2 . s i g n a l s . va lue s )66 subp lo t (313)67 p l o t ( e1 . time , e1 . s i g n a l s . va lues , e2 . time , e2 . s i g n a l s . va lue s )6869 % g l i d u r70 w1=1.6 ;71 w0=0.1∗w1 ;72 wp=w0/abs ( e v a l f r (G, j ∗ 1 . 6 ) )73 G
num = [1 w0 ℄ ;74 G
den = [1 wp ℄ ;75 G
 = t f (G
num,G
den ) ;7677 Gg = G
∗G;78 f i g u r e (7 )79 hold on80 nyqu i s t (G) ;81 nyqu i s t (Gg ) ;8283 tde lay = 50 ;84 
 l e a r y u e85 sim ( 'model1 . mdl ' , 1 00 ) ;86 y3=y ;87 u3=u ;88 e3=e ;8990 f i g u r e (8 )91 subp lo t (311)92 p l o t ( y1 . time , y1 . s i g n a l s . va lues , y3 . time , y3 . s i g n a l s . va lue s )93 subp lo t (312)94 p l o t ( u1 . time , u1 . s i g n a l s . va lues , u3 . time , u3 . s i g n a l s . va lue s )95 subp lo t (313)96 p l o t ( e1 . time , e1 . s i g n a l s . va lues , e3 . time , e3 . s i g n a l s . va lue s )9798 % h l i d u r99 G
num = [1 w0 ℄ ;100 G
den = K∗ [ 1 wp ℄ ;101 G
 = t f (G
num,G
den ) ;102103 Gh = G
∗G;104 f i g u r e (9 )105 hold on 8



106 nyqu i s t (G) ;107 nyqu i s t (Gh)108109 tde lay = 50 ;110 
 l e a r y u e111 sim ( 'model1 . mdl ' , 1 00 ) ;112 y4=y ;113 u4=u ;114 e4=e ;115116 f i g u r e (10)117 subp lo t (311)118 p l o t ( y1 . time , y1 . s i g n a l s . va lues , y4 . time , y4 . s i g n a l s . va lue s )119 subp lo t (312)120 p l o t ( u1 . time , u1 . s i g n a l s . va lues , u4 . time , u4 . s i g n a l s . va lue s )121 ax i s ( [ 0 100 −50 50 ℄ )122 subp lo t (313)123 p l o t ( e1 . time , e1 . s i g n a l s . va lues , e4 . time , e4 . s i g n a l s . va lue s )124 ax i s ( [ 0 100 −50 50 ℄ )125126 % i l i d u r127 w1=3.4 ;128 a0 = 0 . 1 ;129 theta = −180 + 50 −angle ( e v a l f r (G, j ∗3 .4 ) )∗180/ p i130 absG = abs ( e v a l f r (G, j ∗ 3 . 4 ) ) ;131 a1 = (1−a0∗absG∗ 
osd ( theta ) ) / (w1∗absG∗ s ind ( theta ) )132 b1 = ( 
osd ( theta )−a0∗absG )/(w1∗ s ind ( theta ) )133134 G
num = [ a1 a0 ℄ ;135 G
den = [ b1 1 ℄ ;136 G
 = t f (G
num,G
den ) ;137138 Gi = G
∗G;139 f i g u r e (11)140 hold on141 nyqu i s t (G) ;142 nyqu i s t (Gi )143144 tde lay = 50 ;145 
 l e a r y u e146 sim ( 'model1 . mdl ' , 1 00 ) ;147 y5=y ;148 u5=u ;149 e5=e ;150151 f i g u r e (12)152 subp lo t (311)153 p l o t ( y1 . time , y1 . s i g n a l s . va lues , y5 . time , y5 . s i g n a l s . va lue s )154 subp lo t (312)155 p l o t ( u1 . time , u1 . s i g n a l s . va lues , u5 . time , u5 . s i g n a l s . va lue s )156 subp lo t (313)157 p l o t ( e1 . time , e1 . s i g n a l s . va lues , e5 . time , e5 . s i g n a l s . va lue s )
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Dæmi 2a liðurSjáum að
G(z) = z

[
1 − e−Ts

s(s + 1)

]

= (1 − e−Ts)z

[
1

s(s + 1)

]

=
z − 1

z

[
z(1 − e−T )

(z − 1)(z − e−T )

]

=
1 − e−T

z − e−Tb liðurÞegar T = 0.1 er
G(z) =

0.095163

z − 0.904837Póll opnu lykkjunnar er því í z = 0.904837 og rótarferil má sjá á mynd 10:
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Mynd 10: Rótarferill D(z)G(z).
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Y(s), T=0.1
Y(z), T=0.1
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Mynd 11: Svörun ker�sins.
 liðurVitum að opna lykkjan er
GOL(z) =

K · 0.095163

z − 0.904837
,viljum að

|GOL(z)|z=0.7 = 1.Þá er
K =

|0.7 −

e−T

︷ ︸︸ ︷

0.904837 |

0.095163
︸ ︷︷ ︸

1−e−T

= 2.15249sem þýðir að
PLL = e−T − (1 − e−T )K = 0.7

⇒ K =
e−T − 0.7

1 − e−T
.
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d liðurKer�ð var sett upp í Simulink skv. mynd 12:
Zero−Order

Hold
Y(s), Y(z)

y

Step

Merki fra D/A

DA

H(s)

1

G(s)

1

s+1
D(z)

K

Mynd 12: Simulink líkan af ker�.Hermun var svo framkvæmd með þrepsvörun sem innmerki fyrir tíma 0 ≤ t ≤ 4, meðgefnum söfnunartíma á zero order hold blokkinni. Hermun var endurtekin fyrir minnisöfnunartíma eða T = 0.001. Útmerki má sjá á mynd 11.
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Y(s), T=0.1
Y(z), T=0.1
Y(z)/Y(s) T=0.001
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Mynd 13: Svörun ker�sins.Ekki þótti taka því að birta bæði Y (s) og Y (z) þegar söfnunartíminn var lítill, þar eðferlarnir féllu alveg saman. 12



e liðurNú var söfnunartímanum T breytt þar til y�rskot fór að myndast en aðrar breytur látnaróhreyfðar. Niðurstöður má sjá ásamt niðurstöðum í d-lið á mynd 14:
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Mynd 14: Svörun ker�sins.Eins og sjá má hefur y�rskot aukist að einhverju leyti, og ekki þarf að auka söfnunartímannmikið til þess að það verði mjög mikið. Söfnunartíminn sem þetta gerðist við var Táhrif =
0.4 sek.

13



Því næst var T breytt þar til ker�ð varð óstöðugt en aðrar breytur látnar óhreyfðar.Niðurstöðum má sjá ásamt fyrri niðurstöðum á mynd 15:
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Mynd 15: Svörun ker�sins.Þarna sjáum við að ker�ð er farið að svei�a mikið. Ekki tókst að fá fram óstöðugleikaþannig að útslagið færi upp úr öllu valdi. Söfnunartíminn sem þetta gerðist við var
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